
Analiza Matematyczna M3, Wydział Matematyki, lista 1

Zadanie 1. Niech D ⊂ Rn. Oblicz pochodną funkcji f : D → Rn (macierz Jacobiego) oraz jej
jakobian, tzn. wyznacznik tej macierzy, jeśli

a) n = 2, D = [0,∞)× [0, 2π), f(r, φ) = (r cosφ, r sinφ)

b) n = 3, D = [0,∞)× [0, 2π)× R, f(r, φ, h) = (r cosφ, r sinφ, h)

c) n = 3, D = [0,∞)× [−π/2, π/2]× [0, 2π), f(r, ψ, φ) = (r cosψ cosφ, r cosψ sinφ, r sinψ)

d)∗ D = [0,∞)× [0, π]n−2 × [0, 2π), f = (f1, . . . fn), ψ = (ψ1, . . . , ψn−2) ∈ Rn−2.

f1(r, ψ, φ) = r cosψ1,
f2(r, ψ, φ) = r sinψ1 cosψ2,
f3(r, ψ, φ) = r sinψ1 sinψ2 cosψ3,

...
...

fn−1(r, ψ, φ) = r sinψ1 · · · sinψn−2 cosφ,
fn(r, ψ, φ) = r sinψ1 · · · sinψn−2 sinφ

Zadanie 2. Niech D ⊂ Rn, f : D → Rm, f = (f1, . . . , fm) i x0 ∈ D. Udowodnić, że f jest różnicz-
kowalna w x0 wtedy i tylko wtedy gdy dla każdego k ∈ {1, . . . ,m}, fk jest różniczkowalna w x0.

Zadanie 3. Niech D ⊂ Rn, f : D → Rm i g : f(D)→ Rp. Udowodnić, że jeśli f jest różniczkowalna
w x0 ∈ D oraz g jest różniczkowalna w f(x0), to funkcja F = g ◦ f jest różniczkowalna w f(x0) oraz
zachodzi wzór

F ′(x0) = g′(f(x0))f ′(x0)

Jakiego wymiaru są macierze F ′, f ′ oraz g′?

Zadanie 4. Niech g(x, y, z) =
(
x2 + y2,

z

x2 + y2

)
oraz f(u, v, r) = (r cosu sin v, r sinu sin v, r cos v).

Wyznaczyć (g ◦ f)′(x0), gdzie x0 =
(
π

2
,
π

2
, 2
)

.

Zadanie 5. Niech f : Rn → R będzie dwukrotnie różniczkowalna i rozważmy jej gradient, czyli
funkcję grad f : Rn → Rn.
a) Zapisz symbolicznie macierz Hessego funkcji f tzn. macierz Jacobiego funkcji grad f .
b) Używając macierzy Jacobiego i Hessego zapisz początek wzoru Taylora funkcji f w punkcie x0:
f(x0 + ∆x) = f(x0) + ....
c) Dla f : R3 → R danej wzorem f(x, y, z) = 1

x2+y2+z2 oblicz hessian funkcji f , tzn. wyznacznik
macierzy Hessego tej funkcji.

Zadanie 6. Jeżeli każdemu punktowi zbioru E ⊂ Rn przyporządkowany jest jakiś wektor, to mówimy,
że na E określone jest pole wektorowe. Zatem pole wektorowe na E to funkcja F : E → Rm.
Dywergencją pola F = (F1, ..., Fm) nazywamy funkcję skalarną

div F =
∂F1
∂x1

+
∂F2
∂x2

+ ...+
∂Fm
∂xm

.

Dla dwukrotnie różniczkowalnej funkcji f : Rn → R oblicz dywergencję jej gradientu.


